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ABSTRACT
This paper presents the definition of conics and the graphs
of the 3rd and 4th degree polynomials by using NURBS
curves, with a special description of the beam deflection
line. The usage in AutoCAD is presented.
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SAZˇETAK
U radu se prikazuje nacˇin zadavanja konika i grafova poli-
noma trec´eg i cˇetvrtog stupnja pomoc´u NURBS krivulja,
s posebnim osvrtom na prikaz progibne linije elasticˇnog
nosacˇa. Prikazana je upotreba u AutoCAD-u.
Kljucˇne rijecˇi: konike, NURBS krivulje, AutoCAD,
progibna linija
1 Uvod
Potreba za crtanjem konika (elipsa, parabola, hiperbola)
javlja se u gotovo svim tehnicˇkim strukama, a narocˇito
u gradevinskoj. Iako su konike matematicˇki jednostavno
definirane, vec´ina CAD alata sadrzˇi naredbe za crtanje
samo kruzˇnice i elipse. Ostale konike i druge krivulje
mogu se, pomoc´u CAD alata, aproksimativno prikazati
provlacˇenjem glatke krivulje kroz niz tocˇaka.
Ovaj rad objasˇnjava drukcˇije odred-ivanje konika, te nesˇto
slozˇenijih krivulja visˇeg reda, s posebnim osvrtom na Au-
toCAD kao najrasˇireniji CAD alat.
2 NURBS krivulje
Zadani interval [t0,tm] podijelimo na m dijelova i djelisˇne
tocˇke, koje nazivamo cˇvorovima, oznacˇimo (t0,t1, . . . ,tm).
Bazne B-Spline funkcije Ni, j (i + j ≤ m) definirane su na
sljedec´i nacˇin:
• Ako je j = 1, tada vrijedi
Ni,1(t) =
{
1, t ∈ [ti,ti+1〉
0, t 6∈ [ti,ti+1〉 , t ∈ [t0, tm〉. (1)
Naravno, ova relacija vrijedi ako je ti 6= ti+1, u protivnom
je Ni,1 = 0.
• Ako je j > 1 tada se funkcije Ni, j racˇunaju rekurzivno
pomoc´u formule
Ni, j(t) = Ni, j−1 · t− titi+ j−1− ti + Ni+1, j−1 ·
ti+ j− t
ti+ j− ti+1 , (2)
gdje je t ∈ [t0, tm〉.
Ako med-u cˇvorovima ima jednakih, neki od gornjih pri-
brojnika biti c´e oblika 0/0. Takve c´emo pribrojnike sma-
trati jednakim nuli. [3], [2]
NURBS = Non Uniform Rational B-Spline je parametarski
definirana krivulja, najcˇesˇc´e kvadratna ili kubna. NURBS
krivulja je zadana kontrolnim tocˇkama, od kojih svaka ima
koordinate i ”tezˇinu”. Laicˇki recˇeno, krivulja se ponasˇa
kao elasticˇna nit, gdje kontrolne tocˇke predstavljaju ma-
gnete cˇiji intenzitet ovisi o tezˇini kontrolne tocˇke (slika 1).
Slika 1: NURBS krivulja
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Neka je P0,P1, . . . ,Pn skup kontrolnih tocˇaka, a w =
(w0,w1, . . . ,wn) vektor tezˇina tih tocˇaka. Tada se NURBS
krivulja definira izrazom:
Ck(t) =
∑ni=0 wi ·Pi ·Ni,k(t)
∑ni=0 wi ·Ni,k(t)
, (3)
gdje je t ∈ [t0, tm〉 i m = n + k.
Red krivulje k iznosi minimalno 2 (linearna krivulja).
Krivulja drugog reda je neprekinuta, ali izlomljena, kon-
trolne tocˇke su spojene ravnim linijama. Krivulja trec´eg
reda (kvadratna) je neprekinuta i glatka, te mozˇe tocˇno
predstaviti koniku. Najcˇesˇc´e je u upotrebi krivulja cˇetvrtog
reda (kubna), koja je neprekinuta, glatka, s kontinuiranom
zakrivljenosˇc´u. Krivulje reda vec´eg reda od 6 opc´enito se
izbjegavaju zbog numericˇkih problema. [1], [2]
Vec´ina CAD alata (ukljucˇujuc´i AutoCAD) ne dozvoljava
manipulaciju vektorom cˇvorova, koji je automatski gener-
iran. Tako generiran vektor ima oblik {0,1,2,3,...} s tim da
se prvi i zadnji cˇlan ponavljaju k puta. Broj elemenata vek-
tora cˇvorova iznosi red krivulje + broj kontrolnih tocˇaka.
Primjeri vektora cˇvorova:
3. red, 3 kontrolne tocˇke ti = {0,0,0,1,1,1},
3. red, 4 kontrolne tocˇke ti = {0,0,0,1,2,2,2},
4. red, 4 kontrolne tocˇke ti = {0,0,0,0,1,1,1,1},
4. red, 5 kontrolnih tocˇaka ti = {0,0,0,0,1,2,2,2,2}.
Iz navedenog proizlaze odredena svojstva NURBS
krivulja:
• minimalni broj kontrolnih tocˇaka jednak je redu
krivulje,
• krivulja prolazi kroz prvu i zadnju kontrolnu tocˇku,
• tangenta u prvoj tocˇki prolazi drugom kontrolnom
tocˇkom,
• tangenta u zadnjoj tocˇki prolazi predzadnjom kon-
trolnom tocˇkom,
• visˇe kontrolnih tocˇaka s istim koordinatama smanju-
je glatkoc´u krivulje, npr. ako kvadratna krivulja ima
2 kontrolne tocˇke s istim koordinatama, krivulja c´e
proc´i kroz te tocˇke i na c´e tom mjestu postojati lom.
3 Konike
Sve konike su algebarske krivulje drugog stupnja, te se
mogu odrediti pomoc´u NURBS krivulja zadanih baznim
funkcijama drugog stupnja, odnosno NURBS krivuljama
trec´eg reda. Posˇto u CAD alatima opc´enito nije moguc´e
nacrtati beskonacˇnu krivulju, ovdje prikazujemo kako
odrediti dio konike. Za odred-ivanje dijela konike dovoljne
su 3 kontrolne tocˇke, osim za neke slucˇajeve kruzˇnice i
elipse.
3.1 Parabola
Od svih konika, pomoc´u NURBS krivulje, najjednostavije
se odred-uje parabola (nazivnik u izrazu (3) jednak je 1).
Prva i zadnja tocˇka su rubne tocˇke dijela parabole koji
zˇelimo prikazati, srednja tocˇka je sjecisˇte tangenata u pr-
voj i zadnjoj tocˇki, a tezˇine svih kontrolnih tocˇaka moraju
biti jednake 1.
U AutoCAD-u nije moguc´e direktno zadati kontrolne
tocˇke krivulje, stoga moramo koristiti slijedec´i postupak:
1. Nacrtamo polyline kroz kontrolne tocˇke (slika 2).
2. Odredimo red krivulje pomoc´u sistemske varijable
SPLINETYPE -– moguc´e vrijednosti su 5 (bazne
funkcije 2. stupnja) ili 6 (bazne funkcije 3. stupnja)
(slika 3).
3. Pretvorimo polyline u segmentiranu krivulju
pomoc´u naredbe PEDIT←↩L←↩S←↩←↩ (PEDIT, en-
ter, slovo L, enter, slovo S, enter, enter) (slika 4).
4. Pretvorimo segmentiranu krivulju u spline pomoc´u
naredbe SPLINE←↩O←↩L←↩ (slika 5).
Slika 2: Polyline kroz kontrolne tocˇke
Slika 3: Varijabla SPLINETYPE
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Slika 4: Segmentirana krivulja
Slika 5: Parabola
3.2 Kruzˇnica i elipsa
Kruzˇni i elipticˇki lukovi u gotovo svim CAD alatima mogu
se nacrtati bez pomoc´i NURBS krivulja, medutim, u nekim
slucˇajevima potrebno ih je definirati kao NURBS krivulje,
npr. crtanje nekih vrsta spirala.
Postupak crtanja kruzˇnog luka slicˇan je postupku za cr-
tanje parabole, medutim, tezˇina srednje tocˇke P1 mora biti
w1 = cos(α/2), a udaljenosti tocˇke P1 od tocˇaka P0 i P2
moraju biti jednake (slika 6).
Slika 6: Kruzˇni luk
Zbog jednostavnosti se obicˇno koristi kut α od 90◦, pri
cˇemu w1 iznosi
√
2/2. Ukoliko je potreban manji kut,
nacrtana se krivulja mozˇe skratiti pomoc´u naredbe TRIM.
Postupak promjene tezˇine srednje tocˇke:
SPLINEDIT←↩L←↩R←↩W←↩←↩(nova tezˇina)←↩X←↩X←↩X←↩
Mali trik: u AutoCAD-u se umjesto brojke mozˇe upisati
LISP izraz, tako da se vrijednost √2/2 mozˇe unijeti kao:
(/ (sqrt 2.0) 2.0)
3.3 Hiperbola
Mozˇe se vidjeti da je tezˇina srednje kontrolne tocˇke izmedu
0 i 1 za elipsu, tocˇno 1 za parabolu, i vec´a od 1 za hiper-
bolu.







i zˇelimo ju prikazati na segmentu x ∈ [A,X1], najprije
moramo pronac´i sjecisˇte njezinih tangenata u tocˇkama P0,
P2 kojima je 1. koordinata jednaka X1 (slika 7). Posˇto je
hiperbola, dana jednadzˇbom (4), simetricˇna s obzirom na
os x, sjecisˇte tangenata nalazi se na x osi. Tangenta hiper-
bole u tocˇki (X1,Y1) ima koeficijent smjera S = B
2 ·X1
A2 ·Y1 , iz
cˇega proizlazi x koordinata sjecisˇta tangenata:
X0 = X1− Y1S = X1−
A2 ·Y 21
B2 ·X1 .






4 Krivulje 4. i 5. reda
Pri staticˇkim proracˇunima cˇesto je potrebno prikazati di-
jagrame momenata savijanja, kuteve zaokreta i progibne
linije nosacˇa. Ukoliko na nosacˇ djeluje jednoliko kon-
tinuirano opterec´enje, momentni dijagram je kvadratna
parabola, odnosno NURBS krivulja 3. reda, dijagram
kuteva zaokreta je krivulja 4. reda, a progibna linija
krivulja 5. reda (slika 8).
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Slika 8: Opterec´enje, poprecˇne sile, momenti savijanja,
kutevi zaokreta i progibna linija proste grede.
Slika 9: Krivulja 4. reda
Slika 10: Kvadratna parabola prikazana kao NURBS
krivulja 3. i 4. reda
Buduc´i da su sve navedene krivulje grafovi polinoma
y = f (x), NURBS krivulje koje predstavljaju te funkcije
imaju sljedec´a svojstva:
• broj kontrolnih tocˇaka je jednak redu krivulje,
• red krivulje je jednak redu polinoma + 1,
• sve kontrolne tocˇke imaju tezˇinu 1,
• x koordinate kontrolnih tocˇaka su na jednakim raz-
macima.
Dakle, postupak crtanja krivulja 4. reda je vrlo jednosta-
van. Prva i zadnja kontrolna tocˇka su krajevi krivulje, a
preostale dvije kontrolne tocˇke lezˇe na tangentama u prvoj
odnosno zadnoj tocˇki (slika 9).
Naravno, pomoc´u krivulje 4. reda moguc´e je prikazati i
kvadratnu parabolu (slika 10).
Ukoliko zˇelimo nacrtati progibnu liniju nosacˇa potrebna
nam je NURBS krivulja 5. reda, koju je u AutoCAD-u
nemoguc´e direktno nacrtati pa koristimo slijedec´i postu-
pak:
1. Nacrtamo polyline sa minimalnim brojem kontrol-
nih tocˇaka (4) za krivulju 4. reda.
2. Odredimo 4. red krivulje pomoc´u sistemske vari-
jable SPLINETYPE (6).
3. Pretvorimo polyline u segmentiranu krivulju
pomoc´u naredbe PEDIT←↩L←↩S←↩←↩
4. Pretvorimo polyline u spline pomoc´u naredbe
SPLINE←↩O←↩L←↩
5. Pretvorimo krivulju 4. reda u krivulju 5. reda
SPLINEDIT←↩L←↩R←↩E←↩5←↩X←↩X←↩
6. Pomoc´u hvataljki pomaknemo kontrolne tocˇke na
potrebne pozicije (slika 11).
Slika 11: Upotreba hvataljki u AutoCAD–u
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Ako krivulju zadanu izrazom
y = a · x4 + b · x3 + c · x2 + d · x + e (5)
zˇelimo prikazati na intervalu x ∈ [0,1], tada su koordinate
kontrolnih tocˇaka odred-ene na sljedec´i nacˇin:



























+ e), P4 = (1,a + b + c + d+ e).
Ukoliko promatramo elasticˇni nosacˇ, tada prema [4] za
koeficijente iz jednadzˇbe (5) vrijedi sljedec´e:
e = pomak u prvom cˇvoru,
d = kut zaokreta u prvom cˇvoru,
c = moment savijanja u prvom cˇvoru /(2 ·E · I),
b = poprecˇna sila u prvom cˇvoru /(6 ·E · I),
a = opterec´enje /(24 ·E · I),
gdje je E modul elasticˇnosti, a I tromost poprecˇenog pre-
sjeka.
Odnosno, u lokalnom koordinatnom sustavu nosacˇa, koor-
dinate kontrolnih tocˇaka su:



















·L,w1− ϕ1 ·L4 ),
P4 = (L,w1).
PRIMJER 1: Slobodno oslonjena greda
Buduc´i da je M0 = 0, srednja kontrolna tocˇka P2 nalazi se
u sjecisˇtu tangenata u tocˇkama P0 i P4, a y koordinata kon-
trolne tocˇke P2 iznosi
q ·L4
48 ·E · I .
Slika 12: Progibna linija slobodno oslonjene grede
PRIMJER 2: Obostrano upeta greda
y koordinata srednje kontrolne tocˇke P2 iznosi q ·L
4
144 ·E · I .
Slika 13: Progibna linija obostrano upete grede
PRIMJER 3: Jednostrano upeta greda (slika 14)
y koordinata srednje kontrolne tocˇke P2 iznosi q ·L
4
96 ·E · I .
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